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§1 Introduccion

Observa los siguientes problemas. ;Qué tienen en comun?

i) P es un punto dentro del tridngulo ABC tal que /PBC = 30°, /PBA =8°,y
/PAB = /PAC = 22°. Encuentra ZAPC.

ii) En el tridngulo ABC, ZCAB = 18°, ZBCA = 24°. E es el punto en el segmento
CA tal que ZCEB = 60° y F es un punto en el segmento AB tal que ZAEF = 60°.
Encuentra Z/BFC.

iii) En el cuadrildtero convexo ABCD, ZABD = 16°, /ZDBC = 48°, /BCA =58°,y
ZACD = 30°. Encuentra ZADB.

Todos estos problemas son un poco similares. Te dan unos cuantos dngulos aleatorios,
y te piden otro. Una vez que haces el dibujo e intentas pasar angulos, veras que tienes dos
angulos que no logras relacionar. Existen dos maneras de resolver este tipo de problemas.
La manera "moralmente correcta” de resolver estos problemas es crear un ”trazo magico”,
como una bisectriz, un ciclico, un isdsceles o un paralelogramo, y buscar otras relaciones
(otro ciclico o isdsceles, un incentro o un excentro) para encontrar el dngulo pedido.

Pero aqui no somos personas morales. Sabemos que los puntos estan bien
definidos, y existe una tnica respuesta al problema. Para encontrarla, usaremos relaciones
trigonométricas, junto con ”La Hack”', un teorema para regresar de trigo a angulos.

§2 Lemas y Teoremas

A continuacién, los teoremas que seran utiles para usar ”La Hack”:

~N
Teorema 2.1 (Ley de Senos)
Sea ABC un triangulo en el plano. Entonces,
BC  CA  AB 9R
sin/A  sin/B  sinZC 77
donde R es el circunradio de ABC.
. 4

Este teorema es util para convertir de lados a angulos y viceversa. Dos aplicaciones de
Ley de Senos son los siguientes teoremas:

'Honestamente, no sé cuél es el nombre real de este teorema, ni a quién se le ocurrié resolver estos
problemas asi. Hace varios anos me lo ensenaron con ese nombre, entonces asi lo llamaré.
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\
Teorema 2.2 (Teorema de la Bisectriz Generalizado)

Sea ABC un tridngulo y D un punto en el segmento BC. Versién 1, razones de

lados:
BD AB sin/BAD

DC ~ AC sinZDAC"
Versién 2, trigonométrica:

BD  sin LACB sin/ZBAD
DC  sin/CBA sin /DAC’

La segunda versién sucede porque ﬁg = :iﬁ éég]j, por Ley de Senos.

. J

Teorema 2.3 (Ceva Trigonométrico)

Sea P un punto dentro del tridngulo ABC'. Entonces,

sin /BAP sin ZACP sin ZCBP

SnZPAC sn/PCB snZPBA -

Podemos demostrar esto aplicando Ley de Senos a los triangulos APB, BPC, y

CPA.
\ J

También, algunos datos de senos y cosenos que seran tutiles:

a) sin(a) = sin(180° — «),

b

28

in(a) = cos(90° — ), y cos(ar) = sin(90° — a),

¢) sin(2a) = QSln(a) cos(a),

)
)
)
d)

(a
(
(
sin(30°) =

§3 "La Hack”

Sean ABC' y XY Z dos tridngulos en el plano tales que los éngulos ZABC = o, /BCA =
B, /XYZ =~,/YZX =wcumplen a+ 3 =7+ w, y

sina  sinvy

sinf  sinw’

Por Ley de Senos, % = % También, a + =~v+w = ZLCAB = /ZXY. Por

criterio de Lado—Angulo—Lado, los tridngulos ABC' y XY Z son semejantes, y a = =,

8 =w.
~N
Teorema 3.1 ("La Hack")
Sean «, 3,7, w angulos tales que a+ 8 =v4+w < 180°, y
sina  sinvy
sin8 sinw’
Entonces, a =, f = w.
. 4
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Por ejemplo, para encontrar un angulo = tal que

sin(z) _ sin40°
sin(140° — x)  sin 100°’

aplicamos ”La Hack”, y obtenemos que = = 40°. Con esto, nos deshacemos de los dngulos
arbitrarios que aparecen en los problemas de trazos mégicos. El objetivo de usar ”La
Hack” es manipular las razones trigonométricas que obtenemos de Ceva Trigonométrico o
Bisectriz Generalizada, para encontrar el angulo que nos piden. A continuacién, mostraré
las soluciones de los problemas del inicio.

84 Ejemplos

Existen tres diferentes tipos de problemas: un tridngulo con un punto en su interior, un
cuadrilatero con diagonales, o un tridngulo con dos puntos sobre sus lados. Todos se
resuelven de manera similar:

i) (Tridngulo con punto) P es un punto dentro del tridngulo ABC' tal que ZPBC = 30°,
/PBA=28°y LPAB = ZPAC = 22°. Encuentra ZAPC.

Solucion. Sea v = ZPCA. Entonces, /PCB = 98° — x. Aplicando Ceva
Trigonométrico al tridngulo ABC, obtenemos:

sin(98° — x) sin22° sin&°

. . -1
sinx sin 22°  sin 30°
sin(98° —x)  sin30° 1
sinx sin &8° 2 sin 8°

: o __ : o o 1 __ cos8° __ sin82°,
Como sin 16° = 2sin 8° cos 8°, entonces 558 — sn16° — snige:

sin(98° —x)  sin82°
sinz ~ sin16°°

Vemos que 98° — x + x = 82° + 16°, entonces por ”La Hack”, x = 16°. El problema
nos pide

LAPC =180° — ZPCA — ZCAP = 180° — 22° — 16° = | 142°].
m

ii) (Tridngulo con puntos sobre los lados) En el tridngulo ABC, ZCAB = 18°,
/BCA = 24°. E es el punto en el segmento CA tal que Z/CEB = 60° y F
es un punto en el segmento AB tal que ZAEF = 60°. Encuentra Z/BFC.

Solucion. Primero, veamos que /FEB = 60°, ZABC = 138°, y ZEBA = 42°.
Si encontramos ZFCB, podremos encontrar /BF (|, entonces sea ¢ = ZFCB 'y

LACF = 24° — x. Aplicamos Bisectriz Generalizada (segunda versién) sobre los
tridngulos AEB y ACB (sobre el lado AB):

sin42° sin60° AF  sin138° sin(24° — )

sin18° sin60° FB  sinl8  sinz
. sin(24° —x)  sin42°  sin42° 1= sin 12°
sinz © sin138°  sin42° sin12°°
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Entonces x = 12°, por ”La Hack”. El problema nos pide
/BFC =180° — ZFCB — ZCBF = 180° — 138° — 12° =|30° |
O

iii) (Cuadrilétero con diagonales) En el cuadrildtero convexo ABCD, ZABD = 16°,

/DBC =48°, ZBCA =58°, y ZACD = 30°. Encuentra ZADB.

Solucion. Este problema es similar al anterior, solo hay que trazar el tridngulo
externo: Sea F la interseccion de AB y CD. Notemos que /DEB = 28°, y
/BDE = 136°. Sea x = LADB, y /EDA = 136° — . Aplicamos Bisectriz
Generalizada a los tridngulos BED y BEC, sobre el lado EB:

sin 28° sin x ~ BA  sin28° sinb8°
sin16° sin(136° —z) AE  sin64° sin30°
. sinx _ sin16° ' sin58° sin 16° ' sin 58°
sin(136° —x)  sin64° sin30°  2sin 32° cos 32° .
sin 16°sin 58°  sin 16° sin 16°

sin32°sin 58°  sin32°  2sin 16° cos 16°
_sin 30° _ sin 30°

sin74°  sin106°"
Como z + 136° — x = 30° 4 106°, aplicamos ”La Hack”, y obtenemos z = 30°.
Entonces, ZADB = 30°. O

85 Problemas

1.

(IWYMIC Individual P14, 2009) P es un punto dentro del tridngulo ABC tal que
/PBC =30°, /PBA=8°y /PAB = /PAC = 22°. Encuentra ZAPC.

. (IWYMIC Individual P11, 2010) P es un punto en el tridngulo ABC tal que

/ABP =20°, /PBC =10°, ZACP =20°, y ZPCB = 30°. Encuentra ZC AP.

(IWYMIC Equipos P7, 2010) En el cuadrilatero convexo ABCD, ZABD = 16°,
/DBC =48°, /BCA =58°,y ZACD = 30°. Encuentra ZADB.

(IWYMIC Individual P15, 2012) Sea ABC un tridngulo con ZA = 90°, y /B = 20°.
Sean E y F puntos en AC' y AB, respectivamente, tales que ZABE = 10°, y
ZACF = 30°. Encuentra ZCFE.

(IWYMIC Equipos P4, 2013) En el tridngulo ABC, ZA =40°, y /B = 60°. La
bisectriz de ZA corta a BC en D, y F es el punto en el segmento AB tal que
/ADF = 30°. Encuentra ZDFC.

(IWYMIC Individual P3, 2014) En el tridangulo ABC, ZCAB = 18°, /ZBC A = 24°.
E es el punto en el segmento C'A tal que ZCEB = 60° y F es un punto en el
segmento AB tal que ZAEF = 60°. Encuentra Z/BFC.

(IWYMIC Equipos P9, 2014) En el cuadrildtero ABCD, /BDA = 10°, ZABD =
ZDBC =20°y LBCA = 40°. Encuentra ZBDC.

Sea ABC' un tridngulo isésceles con AB = AC'y /BAC = 100°. Sea P un punto
en el interior del triangulo tal que ZCBP = 35°, y ZPCB = 30°. Encuentra
/BAP.
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9. Sea ABC' un tridangulo con Z/CBA =16° y ZACB = 28°. Sean P y () puntos en
BC' y AB tales que /BAP = 44° y /QBC = 14°. Encuentra /PQC.
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